
第 2 章  导数与微分 

本章将介绍微分学的两个基本概念——导数与微分，并介绍它们的计算方法． 

2.1  导数的概念 

2.1.1  变化率问题举例 

为了说明微分学的基本概念——导数，先讨论物理学中的速度问题，从而引入导数的定义． 
由中学物理知识知道：作自由落体运动的物体的位移 s与其时间 t 的函数关系是：

21( )
2

s s t gt  ，自由落体运动不是匀速运动，所以物体在自由落体运动过程中的速度需要按

照不同时刻来考虑，那么，如何求得物体在自由落体运动的 0t t 时刻的瞬时速度 0( )v t 呢？ 
1．从物体的平均速度入手 
取物体移动时间 t从 0t 变化到 0t t  ，则在 t 这个时间段内物体的位移为 
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物体在 t 这个时间段内的平均速度为 
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2．得到瞬时速度 
由（2）易见 t 愈小， t 时间段内的平均速度 v 的值就愈接近 0t 时刻的速度，因此，当

0t  时， v 的极限便自然定义为物体在 0t 时刻的瞬时速度，即 

0 0
0 00 0 0

( ) ( )
( ) lim lim lim

t t t

s t t s tsv t v gt
t t     
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由此可见，物体在 0t 时刻的瞬时速度是函数的增量 s 与自变量的增量 t 的比值，当

0t  时的极限．推广到一般，可以归结为一个函数 ( )y f x 的增量 y 与自变量的增量 x 之

比，当 0x  时的极限．这种类型的极限称其为导数． 

2.1.2  导数的定义及几何意义 

1．导数的定义 

从上面所讨论的问题看出，非匀速直线运动的速度归结为如下的极限： 
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这里的 0x x 和 0( ) ( )f x f x 分别是函数 ( )y f x 的自变量增量 x 和函数的增量 y ， 

0x x x   ， 0 0 0( ) ( ) ( ) ( )y f x f x f x x f x       ， 
因为 0x x 相当于 0x  ，故式（3）也可写成 

0
lim
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

或 0 0
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f x x f x
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． 

在自然科学和工程技术邻域，有许多概念都可以归结为形如式（3）的数学形式．撇开这

些量的具体意义，抓住它们在数量关系上的共性，就得出导数的概念了． 
（1）函数 ( )y f x 在点 0x 处的导数． 
定义 2.1  设函数 ( )y f x 在点 0x 的某邻域内有定义，当自变量 x在 0x 处取得增量 f x （ ）

（点 0x x  仍在该邻域内）时，相应地函数 y取得增量 0 0( ) ( )y f x x f x     ，如果 y 与 x
之比当 0x  时的极限存在，则称函数 ( )y f x 在点 0x 处可导，并称这个极限为函数 ( )y f x
在点 0x 处的导数，记为 0( )f x ，即 

0( )f x 
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y
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．              （4） 

也可记为 

0x xy


 ，
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 或 
0
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d x x

f x
x 

． 

也称函数增量与自变量增量之比
y
x




是函数 y在以 0x 及 0x x 为端点的区间上的平均变化率，

导数 0f x（ ）是函数 ( )y f x 在点 0x 处的变化率，即瞬时变化率． 
（2）函数 ( )y f x 在点 x 处的导数——导函数． 
如果函数 ( )y f x 在开区间 I内的每点处都可导，就称函数 ( )y f x 在开区间 I内可导．这

时对于任一 x I ，都对应着 ( )y f x 的一个确定的导数值，这样就构成一个新函数，这个函

数就叫做原来函数 ( )y f x 的导函数，记为 

( )f x ， y， d
d
y
x

 或 d ( )
d
f x
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． 

即 
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． 

注意：在上式中，虽然 x I ，即 x可以取区间 I内的任何数值，但在极限过程中，x是常

量， x 是变量． 
（3）点 0x 处的导数与导函数的关系． 
函数 ( )y f x 在点 0x 处的导数 0f x（ ）是导函数 f x（ ）在点 0x x 处的函数值．即 

0f x （ ）
0

( ) x xf x


 ． 

通常，导函数简称为导数． 
（4）不可导的情形． 
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由导数定义，如果
0

lim
x 

y
x




的极限不存在，即有下述情况之一，称函数 ( )y f x 在点 0x 处

不可导． 
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y
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
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=；②
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
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无稳定的变化趋势． 

（5）导数定义的不同形式． 

0
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x 

y
x




= 0( )f x 的具体形式有以下几种情况，需要灵活运用． 

1）
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x

  


= 0( )f x ； 

2）
0

lim
h

0 0( ) ( )f x h f x
h

 
= 0( )f x ； 

3）
0
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x x

0

0

( ) ( )f x f x
x x



= 0( )f x ； 

4）
0

lim
x 

0 0( ) ( )f x f x x
x

  


= 0( )f x ； 

5） lim
l

0 0
1( ) ( )l f x f x
l

    
= 0( )f x ． 

（6）可导的充要条件． 
根据极限存在的充要条件，函数 ( )f x 在点 0x 处可导，当且仅当 

0
lim
x  

0 0( ) ( )f x x f x
x

  


 与 
0

lim
x  

0 0( ) ( )f x x f x
x

  


 

同时存在且相等．这两个极限值分别称为 ( )f x 在点 0x 处的右导数和左导数（统称为单侧导

数）．分别记为 0f x（ ）， 0f x（ ）． 

所以可导的充要条件可以表示为： 
0f x（ ）= 0f x（ ）= 0f x（ ）． 

（7）求导数举例． 
例 1  求函数 ( )f x C （C为常数）的导数． 

解  
0 0

( ) ( )( ) lim lim 0
h h

f x h f x C Cf x
h h 

  
   ． 

即 
( ) 0C   ． 

这就是说，常数的导数等于零． 
例 2  求函数 ( )  nf x x n N（ ） 在点 x a 处的导数． 

解  ( ) ( )( ) lim lim
n n

x a x a

f x f a x af a
x a x a 

   
 

， 

    1 2 1 1lim ( )n n n n

x a
x ax a na   


     ． 

把以上结果中的 a换成 x得 1( ) nf x nx   ，即 
1( )n nx nx   ． 
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更一般地，对于幂函数 y x （  为常数），有 
1( )x x    ． 

这是幂函数的导数公式． 
例 3  求函数 ( ) sin  f x x 的导数． 

解  
0 0

( ) ( ) sin  ( ) sin  ( ) lim lim
h h

f x h f x x h xf x
h h 

       

    
0 0

sin  1 2lim 2cos  sin  lim cos  cos  
2 2 2

2
h h

h
h h hx x xhh 

            
   

． 

即 
(sin  ) cos  x x  ． 

这就是说，正弦函数的导数是余弦函数． 
用类似的方法，可求得 

(cos  ) sin  x x   ． 

这就是说，余弦函数的导数是负的正弦函数． 
例 4   求函数 ( ) log  0 1af x x a a  （ ， ）的导数． 

解  
0 0

log ( ) log( ) ( )( ) lim lim a a
h h

x h xf x h f xf x
h h 

      

      
0 0 0

1 1 1lim log lim log 1 lim log 1
x
h

a a ah h h

x h x h h
h x x h x x x  

            
   

 

      1 1 1
ln lnx a x a

   ． 

2．导数的几何意义 
设曲线C的方程为 ( )y f x ， 0 0( , )M x y 是曲线C上的一点，求曲线在点M 处的切线方程． 

在曲线上另取一点 1 0 0( , )M x x y y    ，如图 2-1 所示，连接M 、 1M 两点，得割线 1MM ．割

线 1MM 对 x轴的倾角为 ，其斜率为 tan   
y
x




． 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

图 2-1 

( )y f x  

1 0 0( , )M x x y y     

0 0( , )M x y  
y  

T  

  
0y  

N  
x  

0 0   x x x   x  

y  

O
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当 0x  时，点 1M 沿曲线C趋向于点M ，割线的极限位置MT 为曲线 ( )y f x 在点M 处

的切线．此时 

0
lim
x 

y
x




=
0

lim tan
x


 

=
0

tan lim
x


 

tan  k  ， 

其中 是切线MT 关于 x轴的倾角．从而曲线C在点M 处的切线斜率为 
k = 0( )f x ． 

由此可知，函数 ( )y f x 在点 0x 处的导数 0( )f x 在几何上表示曲线 ( )y f x 在点

0 0( , ( ))M x f x 处的切线的斜率 k，即 

0( ) tan  f x k   ． 

其中 是切线的倾角． 
因此曲线 ( )y f x 在点 0 0( , )M x y 处的切线方程为 

y 0y  0 0( )( )f x x x  ． 
当 0( ) 0f x  时，法线方程为 

0 0
0

1 ( )
( )

y y x x
f x

   


． 

特殊地，当 0( ) 0f x  时，曲线 ( )y f x 在点 0 0( , )x y 处的切线平行于 x轴．当 0( )f x  时，

曲线 ( )y f x 在点 0 0( , )x y 处的切线垂直于 x轴．此时，切线的倾角为
2

． 

由上述可知，函数在某点可导与该点存在切线的关系为：可导必有切线；有切线未必可导． 

2.1.3  函数连续性和可导性的关系 

1．可导必连续 

设函数 y  ( )f x 在点 x处可导，即
0

lim
x 

y
x





( )f x 存在，由定理 1.2 知 

( )y f x
x


  


， 

其中 是 0x  时的无穷小量．上式两端同乘以 x ，得 
( )y f x x x     ． 

由此可见，当 0x  时， 0y  ，即函数 ( )y f x 在点 x处连续． 
2．连续未必可导 

由上面的讨论可知，函数连续是函数可导的必要条件，但不是充分条件，所以如果函数

在某点不连续，则函数在该点必不可导． 
例如，函数 | |y x 在点 0x  处连续（见图 2-2），但 | |y x 在点 0x  处不可导．同样，函

数 3y x 在点 0x  处连续（见图 2-3），但 3y x 在点 0x  处不可导． 
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                             图 2-2                             图 2-3 

练习 2-1 

1．按导数定义计算下列函数在指定点处的导数： 
（1） ( ) sin  2f x x ，在 0x  点求 ( )f x ； 

（2） 1( )
1

f x
x




，在  1x x  （ ）点求 ( )f x ； 

（3） 1y x  ，在 0x  点求 0xy  ； 

（4） 22y x x  ，在 x点求
d
d
y
x
． 

2．证明 (cos  ) sin  x x   ． 
3．讨论函数 ( ) sin  y f x x  在点 0x  处的连续性和可导性． 

4．讨论函数

4
3 1sin 0( )

0 0

x xy f x x
x


    



， ，

， ≥

 在点 0x  处的连续性和可导性． 

5．讨论函数
0

( ) 1 e
0 0

x
x x

y f x
x

   
 

， ，

，

 在点 0x  处的连续性和可导性． 

6．试确定常数 a和b的值，使函数 2

1
( )

1

ax b x
y f x

x x

   
 ≤

在点 1x  处可导． 

7．讨论函数

1sin 0
( )

0 0

x x
y f x x

x

    
 

， ，

，

在点 0x  处的连续性和可导性． 

8．设曲线 3( ) 2y f x x x   ． 
（1）求在点 (1,1)处的切线和法线方程； 
（2） 0 0( , )x y 点处的切线通过 (0, 2) ，求 0 0( , )x y 点及该点的切线和法线方程． 

x 

x O 

O 

y y 

| |y x  
 

3y x  
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2.2  求导法则 

2.2.1  函数四则运算的求导法则 

根据前面导数的定义，可以求出一些简单函数的导数，但对于比较复杂的函数，直接根

据定义求导数往往很困难，在本节和下节中，将介绍求导数的几个基本法则和公式． 
定理 2.1  设函数 ( )u u x ， ( )v v x 都在点 x处可导，即具有导数 ( )u u x  和 ( )v v x  ，

则有 
（1） ( )u v u v     ； 
（2） ( )uv uv u v    ；   ( )Cu Cu  ； 

（3） 2
u vu uv
v v

     
 

． 

现在证明（2）． 
证  设 ( )f x  ( ) ( )u x v x ，则 

0

( ) ( )( ) lim
h

f x h f xf x
h

   =
0

( ) ( ) ( ) ( )lim
h

u x h v x h u x v x
h

    

      =
0

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )lim
h

u x h v x h u x h v x u x h v x u x v x
h

        

      =
0

( ) ( )lim ( )
h

v x h v xu x h
h

 
 +

0

( ) ( )lim ( )
h

u x h u xv x
h

   

      =uv u v  ． 
法则（1）和（2）可以推广到有限多个函数的情况，如： 
                  ( )u v w u v w        ， 
                  ( )uvw u vw uv w uvw      ． 

例 5  3( ) 4cos  sin
2

f x x x 
   ，求 ( )f x ，

2
f   
 

． 

解  ( )f x = 23 4sin  x x ，
2

f   
 

= 23 4
4
  ． 

2.2.2  反函数、复合函数的求导法则 

1．反函数的求导法则 

定理 2.2  如果函数 ( )x y 在区间 yI 上单调可导，且 ( ) 0y   ，则它的反函数 ( )y f x

在对应区间  ( )x yI x x y y I  ， 上也可导，且 

1( )
( )

f x
y

 


． 
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证明从略． 
即：反函数的导数等于直接函数导数的倒数． 
例 6  求 arcsin  y x 的导数． 

解  因为其反函数 sin  x y 在 ,
2 2
    

上单调可导， 

所以 

2 2

1 1 1 1 (arcsin  ) 
(sin  ) cos 1 sin 1

y x
y y y x

    
  

． 

同理， 

2

1(arccos  ) 
1

x
x

 


， 2
1(arctan  ) 

1
x

x



， 2

1(arccot  )
1

x
x

  


． 

例 7  求 xy a （ 0a  且 1a  ）的导数． 
解  因为其反函数 logax y 在 (0, ) 上单调连续且可导，且 

1(log ) 0
lna y y a

   ， 

所以 
1( ) ln ln

(log )
x x

a
a y a a a

y
   


． 

特别地， (e ) ex x  ． 
2．复合函数的求导法则 

利用前面的方法可以求不少函数的导数，但类似于
22ln tan  sin exy x y x y  ， ， 的函数

就不能用前面的方法求导．利用下面的定理可以解决这类复合函数的求导问题． 
定理 2.3  若函数 ( )u x 在点 x处可导， ( )y f u 在点 ( )u x 处可导，则复合函数 
[ ( )]y f x 在点 x处也可导，其导数为 

d  ( )  ( )
d
y f u x
x

   ， 

或记为 
d d d
d d d
y y u
x u x
  ．                               （5） 

证  设 x有增量 x ，则中间变量u有增量 u ，函数 y有增量 y ，当 0u  时有 
y y u
x u x

  
 

  
， 

从而有 

0 0 0 0
lim lim lim lim
x x x x

y y u y u
x u x u x       

              
， 

因为 ( )u x 在点 x处可导，所以在点 x处连续，即
0

lim 0
x

u
 

  ，所以 

0 0
lim lim ( )
x u

y y f u
u u   

   
 

，
0

lim ( )
x

u x
x


 

 


， 
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从而有 

0 0 0
( ) lim lim lim ( ) ( )

x x x

y y uf x f u x
x u x


     

        
  

． 

该定理可以推广到有限次复合关系时的情形，如：设 ( ) ( ) ( )y f u u v v x   ， ， ，则复合

函数   y f x     的求导公式为 

d d d d
d d d d
y y u v
x u v x
   ．                          （6） 

（5）、（6）式称为复合函数求导的链法则． 
例 8  求 3(e )x ． 

解  因为 3e xy  由 e 3uy u x ， 复合而成， 

所以 
d d d
d d d
y y u
x u x
  = e 3u  = 33e x ． 

例 9  求 (ln tan  )y x  ． 
解  因为 ln tan  y x 由 ln tan  y u u x ， 复合而成， 

所以 
d d d
d d d
y y u
x u x
  = 21 sec x

u
2csc 2x ． 

注意：在熟练掌握的基础上，可不必写出复合过程，而直接写出结果． 
例 10  求 2ln( 1 )y x x   的导数． 

解  
2 2

1 1
1 1

xy
x x x

 
       

=
2

1

1 x
． 

例 11  求 2 2( ) arccos  af x x a a
x

   的导数． 

解  22 2 2

2

1( )

1

x af x a
xx a a

x

     
 



=
2

2 2 2 2 2

a xx

x a x x a


 
． 

例 12  求 [ ( )]ny f ax b  的导数． 

解  1[ ( )] ( )ny n f ax b f ax b a      ． 
例 13  求 arctan[ln( )]y ax b  的导数． 

解  2 2
1 1

1 ln ( ) [1 ln ( )]( )
ay a

ax bax b ax b ax b
    

    
． 

例 14  已知 ( ) ( 1)( 2) ( 100)f x x x x x       ，求 (0)f  ． 

方法 1  (0)f  =
0

( ) (0)lim
0x

f x f
x




=
0

lim
x

( 1)( 2) ( 100) 100x x x x
x

    
 ！． 

方法 2  ( ) ( 1)( 2) ( 100)f x x x x         [( 1)( 2) ( 100)]x x x x       
             =100！． 
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例 15  设
1( )sin 0

( )
0 0

g x x
f x x

x

  
 

， ，

，

 且 (0) (0)g g =0，证明： (0)f  =0． 

证  (0)f  =
0

( ) (0)lim
0x

f x f
x




=
0

1( )sin  
lim
x

g x
x

x
， 

又因为 (0)g =
0 0

( ) (0) ( )lim lim
0x x

g x g g x
x x 





=0，且

1sin 1
x
≤ ， 

故易知 (0)f  =0． 
例 16  设 ( )f x 在[ 1,1] 上有界， 2( ) ( )sin  g x f x x ，求 (0)g ． 

解  (0)g =
2

0 0 0

( ) (0) ( )sin  lim lim lim ( ) 0
0x x x

g x g f x x f x x
x x  


  


． 

2.2.3  隐函数、对数的求导方法 

一般地，若在方程 ( , ) 0F x y  中，在某区间 xI 内任取一个 x值时，总相应地存在确定的 y
值，使方程 ( , ) 0F x y  成立，则方程 ( , ) 0F x y  在该区间内确定了一个以 x为自变量 y为因变

量的函数，称这个函数为隐函数．用 ( )y f x 的形式表达的函数称为显函数，将一个隐函数化

为显函数的过程称为隐函数的显化． 
如： 3 31 0 1x y y x      ，但也有不可显化的隐函数，如： e 1 0y xy   就不能被

显化． 
现在讨论隐函数的求导方法。其求导的方法有两种：一种是先将隐函数显化，再用以前

的方法求导；另一种是对方程两边直接求导，此时要视 y为 x的函数，从而关于 y的表达式是

x的复合函数，将它对 x求导数时要用到复合函数的求导法则．下面通过具体例子来说明这种

方法． 
例 17  求由方程 e e 0y xy   所确定的隐函数的导数． 

解  两端对自变量 x求导数得： 
d de 0 0
d d

y y yy x
x x
    ， 

d(e )
d

y yx y
x

   ， 

d
d ey
y y
x x
 


 e 0yx  （ ）． 

例 18  设 5 72 3 0y y x x    ，求
0

d
d x

y
x 

． 

解  两端对自变量 x求导数得： 
4 65 2 1 21 0y y y x     ， 

6

4
1 21
5 2

xy
y
 


． 
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又当 0x  时，由原方程得 0y  ，代入上式得： 

0

d 1
d 2x

y
x 

 ． 

例 19  求椭圆
2 2

1
16 9
x y

  在点
32, 3
2

 
 
 

处的切线方程． 

解  由椭圆方程两端对自变量 x求导数得：
2 2 0
16 9
x y y  ，

9
16
xy
y

   ． 

又点
32, 3
2

 
 
 

位于椭圆上，由导数的几何意义知，所求切线的斜率为 

2

3 3
2

3
4

x

y
y




   ． 

故所求的切线方程为 
3 3 3 ( 2)

2 4
y x    ，即： 3 4 8 3 0x y   ． 

例 20  设幂指函数 ( )( )v xy u x ( ) 0u x （ ），求
d
d
y
x
． 

这个函数既不是幂函数也不是指数函数，通常称为幂指函数．为了求这种函数的导数，

结合隐函数，可以用取对数求导法来解决．所谓对数求导法，是先在 ( )y f x 的两边取对数，

然后再求出 y的导数． 
解  两边取对数得： ln lny v u ，两边对 x求导数得： 

1 1lny v u v u
y u

        ，
1lny y v u v u
u

         
 

． 

即 
1lnvy u v u v u
u

         
 

． 

幂指函数  ( )v xy u x 也可以改写为： ( ) ln ( )ev x u xy  ，这样就可以直接利用显函数求导法求导． 

例 21  设 sin  0xy x x （ ），求 y． 
解  两边取对数得： ln sin  ln  y x x ，两边对 x求导数得： 

1 sin  cos  ln xy x x
y x

   ，
sin  cos  ln xy y x x
x

    
 

． 

即 
sin sin  cos  lnx xy x x x

x
    
 

． 

例 22  设 ( 1)( 2) sin  
( 3)(4 )
x xy x
x x
 

 
 

，求 y． 

解  设 1
( 1)( 2)
( 3)(4 )
x xy
x x
 


 

，则 1 cos  y y x   ． 

对 1y 两边取对数得： 
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 1
1ln ln( 1) ln( 2) ln( 3) ln(4 )
2

y x x x x        ． 

则 1
1

1 1 1 1 1 1
2 1 2 3 4

y
y x x x x

          
， 

即 

1
1 1 1 1 1 ( 1)( 2)
2 1 2 3 4 ( 3)(4 )

x xy
x x x x x x

             
． 

所以，
1 1 1 1 1 ( 1)( 2) cos  
2 1 2 3 4 ( 3)(4 )

x xy x
x x x x x x

              
． 

这里不必讨论函数转化为对数运算后的定义域，原因是：即使考虑自变量的取值范围，

也会得出同样的结果．  

2.2.4  由参数方程所确定的函数的导数 

一般情况下，函数关系用含有自变量和因变量的方程来表示，有时也用参数方程的形式

来表示．下面讨论由参数方程
( )
( )

x t
y t













①

②
所确定的函数的导数的求法． 

方法有两种。 

方法一：消去参数用前面的方法解．如：
cos  
sin  

x a t
y b t


 


2 2

2 2 1x y
a b

  ． 

方法二：在
( )
( )

x t
y t





 

中，若 ( )x t 具有单调连续的反函数 ( )t x ，则通过代入法消参，

可得 ( ( )y x  ，显然它可以看作是由 ( )y t ， ( )t x 复合而成的函数，若
d 0
d
x
t
 ，则由

复合函数求导法则有： 
d d d ( )d d

d dd d d ( )
t

t

yy y t ty x
t tx t x t x





    

 
． 

这就是参数方程的求导公式：函数的导数等于因变量与自变量分别对参数的导数之商． 

例 23  求椭圆
cos  
sin  

x a t
y b t


 

，
 在

4
t 
 处的切线方程． 

解  d dsin   cos  
d d
x ya t b t
t t
   ， ，

d cos  cot  
d sin  

t

t

yy b t b t
x x a t a


     


，

π
4

d
d t

y b
x a

   ． 

又当
π
4

t  时， π π
4 4

π 2 π 2cos  sin  
4 2 4 2t t

a bx a y a
 

   ， ，由点斜式得所求切线方程为： 

2 2
2 2
b b ay x

a
 

     
 

，即： 2 0bx ay ab   ． 
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例 24  求平抛运动
1

2
2

1
2

x v t

y v t gt





 

，

在时刻 t时的运动速度的大小和方向． 

解  速度的水平分量为： 1
d
d
x v
t
 ， 

竖直分量为： 2
d
d
y v gt
t
  ， 

所以速度的大小为：  
2 2

22
1 2

d d
d d
x yv v v gt
t t

          
   

． 

方向： 2

1

d d dtan  
d d d

v gty y t
x x t v




   ． 

2.2.5  初等函数的导数 

由于初等函数是由基本初等函数经过有限次四则运算和有限次复合运算，并且可用一个

式子表示的函数，所以利用基本初等函数的求导公式以及函数和、差、积、商的求导法则、复

合函数的求导法则，就可以求所有初等函数的导数． 
初等函数的求导公式如下： 
1．基本初等函数的导数公式（16 个） 

( ) 0C   ，              1( )x x    ， 
(sin  ) cos  x x   ，      ( cos  ) sin  x x   ， 

( ) lnx xa a a  ，        (e ) ex x  ， 
1(log )
lna x x a

  ，     1( ln )x
x

  ， 

2( tan  ) secx x  ，     2(cot  ) cscx x   ， 
(sec  ) sec  tan  x x x  ，  (csc ) csc  cot  x x x   ， 

2

1(arcsin  )
1

x
x

 


，  
2

1(arccos  )
1

x
x

  


， 

2
1(arctan  )

1
x

x
 


，    2

1(arccot  )
1

x
x

  


． 

2．函数的和、差、积商的求导法则 
设 ( ) ( )u u x v v x ， 可导，则： 
( )u v u v     ，    ( )Cu Cu  （C为常数）， 

( )uv u v uv    ，  2
u u v uv
v v

     
 

  ( 0)v   

3．复合函数的求导法则 

设 ( )y f u ， ( )u x ，且都可导，则复合函数  [ ]y f x 的求导公式为：
d d d
d d d
y y u
x u x
  ． 
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4．反函数的求导法则 
若 ( )x y 在区间 yI 上单调可导，且 ( ) 0y   ，则它的反函数 ( )y f x 在对应区间上也可

导，且
1( )
( )

f x
y

 


． 

2.2.6  高阶导数 

1．引入 

大家知道：变速直线运动的速度 ( )v t 是位移函数 ( )s t 对时间 t的变化率，即：
d
d
sv
t

 或

v s ，而加速度 a又是速度函数 ( )v t 对时间 t的变化率，即 
d d d
d d d
v sa
t t t

    
 

或 ( )a s  ． 

像这种导数的导数称为（ s对 t的）二阶导数． 
2．定义 
定义 2.2  若函数 ( )y f x 的导数   ( )y f x  仍然对 x可求导，把   ( )y f x  的导数称为函

数 ( )y f x 的二阶导数．记为： 

 y   或 
2

2
d d d

d dd
y y

x xx
   
 

 或  ( )f x ． 

相应地， ( )y f x 的导数   ( )y f x  称为一阶导数，类似地，二阶导数的导数称为三阶导数，

记为
3

3
d   
d
yy
x

， ；三阶导数的导数称为四阶导数，记为
4

(4)
4

d 
d
yy
x

， ；( 1)n  阶导数的导数称为 n阶

导数；记为 ( ) d 
d

n
n

n
yy
x

， ． 

二阶或二阶以上的导数统称为高阶导数． 
依定义，不难有： 
（1）任何高阶导数，都是较低一阶导数的导数． 
（2）若 ( )f x 有 n阶导．则必有一切低于 n阶的导数． 

（3）求高阶导数就是从一阶开始逐阶计算． 
例 25  设 y ax b  ，求 y． 
解  y a  ， 0y  ． 

例 26  sin  s t ，求 s． 
解  cos  s t   ， 2 sin  s t    ． 
例 27  设 exy  ，求 ( )ny ． 

解  exy  ， exy  ，设   ek xy  ，则  1 ( )( ) ek k xy y   ，所以： ( ) en xy  ． 

例 28  设 sin  y x ，求证： ( ) sin
2

n ny x    
 

． 
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解          ' cos  sin
2

y x x     
 

， 

            2sin  sin
2

y x x       
 

， 

            3cos  sin
2

y x x       
 

， 

  sin
2

k ky x    
 

，则    1 1
cos sin sin

2 2 2 2
k kk ky x x x                  

     
． 

所以，   sin
2

n ny x    
 

． 

同理， ( )(cos  ) cos
2

n nx x    
 

． 

3．函数的和、差、积法则 

有时也会涉及到两个函数的和、差、积求高阶导数的情形． 
设 ( ) ( )u x v x， 具有 n阶导数，利用导数的运算法则和数学归纳法，不难得到 

( ) ( ) ( )( ) n n nu v u v   ， 

( ) 0 ( ) 1 ( 1) 2 ( 2) ( ) ( ) ( )

0

( ) C C C C C
n

n n n n n n k k n k
n n n n n

k

u v uv u v u v u v u v  



        ． 

后者称为莱布尼兹公式，形式类似于二项式定理 ( )nu v ，只不过左边为两函数的乘积，

右边为 n k 或 k阶导数而已． 
例 29  设 2 2e xy x ，求 (20)y ． 

解    设 2 2( ) ( ) e xu x x v x ， ，则： 

      (4) (20)( ) 2 ( ) 2 ( ) 0 ( ) ( ) 0u x x u x u x u x u x       ， ， ， ． 

      ( ) 2( ) 2 ek k xv x   ． 

    (20) 20 2 2 1 19 2 2 18 2
20 202 e C 2 e 2 C 2 e 2 0 0x x xy x x              

          20 2 22 e ( 20 95)x x x    ． 

练习 2-2 

1．求下列函数的导数： 

（1） 2
2

23 5y x
x

   ； 

（2） 2 (2 )y x x  ； 

（3） 2 cos  y x x ； 

（4） ex xy a  ； 
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（5） 3e cos  xy x ； 

（6） 2e ( 3 1)xy x x   ； 

（7） 23 xy a
x

  ； 

（8） 2 tan  sec  3y x x   ； 
（9） sin  cos  y x x ； 

（10） 2
1

1
y

x x


 
； 

（11） 1
1
xy
x





； 

（12） 2
e ln 5
x

y
x

  ； 

（13） 1 sin  
1 cos  

ty
t





； 

（14） 2
2csc  
1

xy
x




； 

（15） 10 1
1 10

x

xy 



． 

2．以下各题先指出复合关系，然后再求导． 
（1） ln tan  y x ； 

（2）
3

exy  ； 

（3） 2
2sin

1
xy
x




； 

（4） ln sin  y x ； 

（5）
23 1 2xy   ； 

（6） ln cos  exy  ； 

（7）
1sin

e xy  ； 

（8） sin  sinny nx x  （n为常数）． 

3．设 ( ) ( )f x g x， 可导，且 2 2( ) ( ) 0f x g x  ，求 2 2( ) ( )y f x g x  的导数． 
4．设 ( )f x 可导，求下列函数的导数： 

（1） 2( )y f x ； 

（2） 2 2(sin ) (cos )y f x f x  ． 

5．若 ( )f x 存在，求下列函数的二阶导数
2

2
d
d
y
x

． 

（1） 2( )y f x ； 
（2） ln[ ( )]y f x ． 
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6．设函数 cos  sin  x at t y at t ， ，求
d
d
y
x
． 

2.3  函数的微分 

2.3.1  微分的概念及几何意义 

1．微分的定义 

引例：在给出微分定义之前，先看一个实例．如图 2-4 所示，正方形金属片受热发生变

化，其面积 A的增量 2 2 2
0 0 0( ) 2 ( )A x x x x x x         ． 

 
图 2-4 

其中：第一部分称为 x 的线性部分，它表示阴影面积． 
第二部分为 x 的高阶无穷小（若 0x  ），故可以用第一部分近似代替面积的增量：

02A x x    ． 
定义 2.3  设函数 ( )y f x 在某区间上有定义， 0x 及 0x x  在该区间内，若函数的增量

0 0( ) ( )y f x x f x     可表示为 
( )y A x o x      ． 

其中 A为不依赖于 x 的常数， ( )o x 是比 x 高阶的无穷小，称函数 ( )y f x 在点 0x 可微，

A x  称为 ( )y f x 在点 0x 处相对应于 x 的微分，记为：dy，即：dy A x  ． 

对于该概念讨论两点： 
（1）函数可微的条件． 

若函数 ( )y f x 在点 0x 处可微，即： ( )y A x o x      ，
( )y o xA

x x
 

 
 

， 

故
0 0

( )lim lim
x x

y o xA
x x   

 
 

 
， 0 ( )f x A  ． 

所以，若 ( )y f x 在点 0x 处可微，则一定可导，且： 0 ( )A f x ． 

反之，若 ( )y f x 在点 0x 处可导，即：
0

lim  ( )
x

y f x
x 

 


，由定理 1.2 有： 0 ( )y f x
x


  


，

0x x   

x  
 

2( )x  
 

0x x   
0x  

 

2
0A x  
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其中，
0

lim 0
x


 

 ． 

0 ( )y f x x x       ，所以 ( )f x 在点 0x 处可微． 
结论： ( )y f x 在点 0x 处可微 ( )y f x  在点 0x 处可导，且 0d  ( )y f x x   ． 

（2）微分与增量． 
若 ( )y f x 在点 0x 处可微，则 ( )y A x o x      ，所以： d ( )y y o x    ． 

0 0
0 0 0

( ) ( )dlim lim lim 1 0
x x x

y f x x f xy y
yy y
x

     

 
        

          
 

． 

即： 
d ( )y y o y    ． 

故称dy为 y 的主部，又 0d  ( )y f x x   是 x 的线性函数，故又称dy为 y 的线性主部，

从而当 x 很小时，有： dy y  ． 

例 30  求 3y x 在点 1 3x x ， 处的微分（记号
0

d  ( )y f x x
x x

 


）． 

解  23y x  ， 2
1 1d (3 ) 3x xy x x x      ； 2

3 3d (3 ) 27x xy x x x     ． 
一般地，函数 ( )y f x 在任意点 x处的微分就称为函数的微分，记作：dy，即： 

d ( )y f x x  ． 

如： exy  的微分为：d exy x  ， cos  y x 的微分为：d sin  y x x   ． 

例 31  求 3y x 在 2 0.02x x  ， 时的微分． 

解  23y x  ，  

    
22 2

0.02 0.02
d (3 ) 12 0.02 0.24

xx

x x
y x x



   

      ． 

通常把自变量 x的增量 x 称为自变量的微分，记为dx，即dx x  ，事实上，取 y x ，

有 d  ( ) dy f x x x x      ，故 ( )y f x 的微分可记为 d  ( ) dy f x x  ，从而有： 
d  ( )
d
y f x
x

 ． 

因此，导数也称为函数的微分与自变量的微分之商，通常称为微商． 
d  ( )y f x x  等式仅用于已知 x 的取值时的情形． 
2．微分的几何意义 
如图 2-5 所示， 0tan   ( ) dPQ MQ f x x y       ． 

dy PQ  ． 
故 ( )y f x 在点 0x 处自变量 x 有增量 x ，相应地 y有增量 y 时， dy表示曲线在该点的

切线上的纵坐标的相应增量． 
且当 | |x 很小时， | d |y y  比 |x| 小很多，故在点M 附近常以切线段近似代替曲线段

MN ． 
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M
Q

T

N

P

y

x x

y

O
x



)(xfy 

0x

 
图 2-5 

2.3.2  一阶微分形式不变性 

由 d  ( )dy f x x 知，求函数的微分只需求得其导数，再乘以自变量的微分dx即可，由此可

得到以下的微分公式和微分法则： 
1．基本函数的微分公式 

d( ) 0C  ，              1d( ) dx x x   ， 
d(sin  ) cos  dx x x  ， d(cos  ) sin  dx x x  ， 

d( ) ln dx xa a a x ，     d(e ) e dx x x ， 
1d(log ) d
lna x x
x a

 ，   1d(ln ) dx x
x

 ， 

2d( tan  ) sec dx x x ，    2d(cot  ) csc dx x x  ， 
d(sec  ) sec  tan  dx x x x ， d(csc  ) csc  cot  dx x x x  ， 

2

1d(arcsin  ) d
1

x x
x




，  
2

1d arccos  d
1

x x
x

 


， 

2
1d(arctan  ) d

1
x x

x



，  2

1d(arccot  ) d
1

x x
x

 


． 

2．函数的和、差、积、商微分法则 
如：d( ) d duv u v v u   
证  d( ) ( )  d  d d d duv uv x u v x uv x v u u v       ． 
3．复合函数的微分法则 
根据复合函数的求导法则，由 ( ) ( )y f u u x ， 复合而成的函数 [ ( )]y f x 的微分为： 

d d ( ) ( ) dxy y x f u x x      ，又 ( )d dx x u   ， 
d ( )dy f u u ． 

可见，不论u是自变量还是中间变量，微分形式d  ( )dy f u u 的形式保持不变，称为一阶

微分形式不变性（即微分既可以等于对中间变量的导数乘以对中间变量的微分，也可以等于对
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自变量的导数乘以对自变量的微分）． 
例 32  设 sin(2 1)y x  ，求dy． 

解  视 2 1x  为中间变量u，则： 
d cos  d cos(2 1)d(2 1) 2cos(2 1)dy u u x x x x      ． 

例 33  设
2

ln(1 e )xy   ，求dy． 

解  
2

2 2 2 2

2 2 2 2
21 1 1 2 ed dln(1 e ) d(1 e ) e d e 2 d d

1 e 1 e 1 e 1 e

x
x x x x

x x x x

xy x x x x         
   

． 

例 34  设 1 3e cos  xy x ，求dy． 

解法一 
   1 3 1 3d e d cos  cos  d ex xy x x   1 3 1 3e sin  d cos  [e ( 3)]dx xx x x x        

          1 3e sin  3cos  dx x x x   ． 

解法二  先求导，再写出微分表达式． 
1 3 1 3(e cos  ) e (sin  3cos  )x xy x x x        1 3d e sin  3cos  dxy x x x    ． 

例 35  d(  )= dx x． 
解    2d( ) 2 dx x x ， 

      2 21 1d d( ) d
2 2

x x x x     
 

． 

一般有：      21d d
2
x C x x   

 
  （C为任意常数）． 

2.3.3  微分在近似求值中的应用 

微分在理论上是相当完美的，应用于工程实践，可以使很多复杂费事的计算用简单的公

式作出其近似的计算结果． 
由前面知，若 ( )y f x 在点 0x 处可导且 0 ( ) 0f x  ，则当 x 很小时有： 

0d  ( )y y f x x     ． 

即 
0 0 0( ) ( )  ( )y f x x f x f x x                           （7） 

或 
0 0 0( ) ( ) ( )f x x f x f x x                          （8） 

对于（8）式，令 0x x x   ，则有： 

0 0( ) ( )  ( )( )f x f x f x x x                              （9） 
这样，若 0 0( ), ( ),f x f x x  易知或已知，则可用（7）式近似得到函数的增量，由（8）（9）

式可近似计算自变量变化很小时的函数值． 
（8）（9）式从几何意义上看，就是用 ( )y f x 在点 0 0( , ( ))x f x 处的切线近似代替曲线（ 0x

附近）． 
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例 36  求 1.05y  的近似值． 

解  令 ( )f x x ，则
1( )

2
f x

x
  ，取 0 1 0.05x x  ， ．由式（8）得 

11.05 (1.05) (1)  (1)(0.05) 1 0.05 1.025
2

f f f        ． 

所以通过这种方法，可近似计算自变量变化很小时的函数值． 
例 37  一只半径为 1 cm的球，要给它镀上一层厚 0.01 cm的铜，估计每只球需铜多少克？

（ 38.9 g / cm  ） 

解  球的体积公式为 34
3

V R  ，取 0 1R  cm， 0.01R  cm，由式（7）可得球体积的增

加量为 0( )V V R R    ，即铜的体积为： 
2 3

0 0( ) 4 0.13 cmV V R R R R         ， 

所以其质量为 
0.13 8.9 1.16 gm    ． 

例 38  计算 sin  30 30 的近似值． 

解  sin30 30  sin
6 360
     

  6

sin (sin )
6 360x

x 


     

            1 3sin cos 0.507 6
6 6 360 2 2 360
   

       ．  

特别地，由（9）式可得，当 0 0x  时有： ( ) (0)  (0)f x f f x    ．从而不难推出： 

（1） 11 1n x x
n

   ； 

（2）sin  x x ； 
（3） tan  x x ； 
（4） e 1x x  ； 
（5） ln(1 )x x  ． 

——类似于等价无穷小，其中 x在sin    tan  x x， 中为弧度． 

练习 2-3 

1．已知： 3y x x  ，计算在 2x  处当 x 分别等于1   0.1   0.01， ， 时的 y 和 dy． 
2．求下列函数的微分： 

（1） 1 2y x
x

  ； 

（2） sin 2y x x ； 

（3）
21

xy
x




； 


