
 

 

第一部分  课后习题详解 

第 1 章  函数、极限与连续 

习题 1.1 

1．求下列函数的定义域： 

（1） 21 4y x
x

   ； （2）
2

3

9

xy
x




；  

（3） tan arcsin
4
xy x  ； （4） 2log ( 1)y x  ；   

（5） 2arcsin(1 )
ln(1 )

y x
x

  


； （6）
1

e arctan
2

x xy
x





． 

解  （1）要使函数有意义，只需 24 0x ≥ ， 0x  ，即 2 0x ≤ ，0 2x ≤ ，

故函数的自然定义域为[ 2,0) (0, 2] ∪ ． 

（2）要使函数有意义，只需 29 0x  ，即 3 3x   ，故函数的自然定义域

为 ( 3,3) ． 

（3）要使函数有意义，只需
π1 1 π

4 2
x x k  ≤ ≤ ， ，即

π4 4
2

x x  ≤ ≤ ， ，

故函数的自然定义域为
π π π π4, , , 4
2 2 2 2

                
∪ ∪ ． 

（4）要使函数有意义，只需 1 0x   ，即 1x   ，故函数的自然定义域为

( 1, )  ． 

（5）要使函数有意义，只需 1 1 1x ≤ ≤ ，1 0x  ，1 1x  ，即 0 1 1x   ，

即 1 0x   ，故函数的自然定义域为 ( 1,0) ． 

（6）要使函数有意义，只需 0 2 0x x  ， ，即 0 2x x ， ，故函数的自然

定义域为 ( ,0) (0, 2) (2, ) ∪ ∪ ． 

2．判断下列各组中的两个函数是否相同，并说明理由： 

（1） 3 4 3 3, 1y x x y x x    ； （2）
2 1, 1

1
xy y x
x


  


； 

（3） 21 sin , cosy x y x   ；  （4） e , ex ty s  ． 
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解  （1）相同．因为定义域均为 ( , )  ，对应法则也相同． 
（2）不相同．因为定义域不同，前者为 ( ,1) (1, )  ，而后者为 ( , )  ． 
（3）不相同．因为对应法则不同，前者为 | cos |y x ，而后者为 cosy x ． 
（4）相同．因为定义域均为 ( , )  ，对应法则也相同． 

3．下列函数哪些是奇函数? 哪些是偶函数? 哪些是非奇非偶函数? 

（1） 21 | |y x x   ； （2） e e
2

x x

y


 ； 

（3） 2 3sin 2y x x  ； （4） 1ln
1

xy
x





； 

（5） (1 )(1 )y x x x   ； （6）  0, 1x xy a a a a   （ ）． 

解  （ 1 ）函数的定义域关于原点对称，且 2( ) 1 ( ) | |f x x x        
21 | | ( )x x f x   ，故函数为偶函数． 

（2）函数的定义域关于原点对称，且
( )e e e e( ) ( )

2 2

x x x x

f x f x
    

      ，

故函数为奇函数． 
（3）尽管函数的定义域关于原点对称，但 ( ) ( ),f x f x   ( ) ( )f x f x  ，故

函数既非奇函数，也非偶函数． 

（4）函数的定义域关于原点对称，且
11 ( ) 1( ) ln ln

1 ( ) 1
x xf x
x x

          
 

1ln ( )
1

x f x
x


  


，故函数为奇函数． 

（5）因为函数的定义域关于原点对称，且 ( ) ( )[1 ( )][1 ( )]f x x x x         
(1 )(1 )x x x   ( )f x  ，故函数为奇函数． 

（6）函数的定义域关于原点对称，且 ( )( ) ( )x x x xf x a a a a f x         ，

故函数为偶函数． 
4．求下列函数的反函数： 

（1） 1
1

xy
x





；    （2） ln( 2) 1y x   ；    （3） 1 (e e )
2

x xy   ． 

解  （1）由 1
1

xy
x





解得
1
1

yx
y





；将 y与 x互换得函数的反函数为

1
1

xy
x





． 

（2）由 ln( 2) 1y x   解得 1e 2yx   ；将 y 与 x 互换得函数的反函数为

1e 2xy   ． 

（ 3 ） 令 ext  ， 显 然 0t  ； 由
21 1 1 1(e e )

2 2 2
x x ty t

t t
       

 
， 即

2 2 1 0t yt   解得 2 1t y y   ，从而有 2ln( 1)x y y   ；将 y与 x互换得函
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数的反函数为 2ln( 1)y x x   ． 

5．设 2
2

1 1f x x
x x

    
 

，求
1f
x

 
 
 

． 

解  令 1t x
x

  ，则有
2

2 2 2
2 2

1 1 1( ) 2 2 2 2            
 

f t x x x t
xx x

，故

有 
2

2
1 1 12 2f
x x x

         
   

． 

6．设
1, | | 1

( )
2 1,| | 1
x x

f x
x x


   

≤
，求 ( 2)f  , ( 1)f  , (0)f , (1)f 及 (3)f ． 

解  将 1,0,1x   分别代入分段解析式的第一个式子得 

( 1) 1 1 0,f      (0) 0 1 1,f    (1) 1 1 2f    ； 

将 2,3x   分别代入分段解析式的第二个式子得 
( 2) 2 ( 2) 1 5,f        (3) 2 3 1 5f     ． 

7．设 ( ) exf x  ，

1, | | 1,
( ) 0, | | 1,

1,| | 1,

x
g x x

x


 
 

求 [ ( )]f g x 及 [ ( )]g f x ． 

解  显然{ 1,0,1} ( , )g fR D      且 (0, ) ( , )f gR D      ，由复

合函数的定义直接可得 

( )

e,   | | 1,
[ ( )] e 1, | | 1,

1/ e,  | | 1.  

g x

x
f g x x

x


  
 

 

另一方面，当 | e | e 1x x  ，即 0x  时， [ ( )] (e ) 1xg f x g  ；当 | e | e 1x x  ，

即 0x  时， [ ( )] (e ) 0xg f x g  ；当 | e | e 1x x  ，即 0x  时， [ ( )] (e ) 1xg f x g   ．故

有 
1,   0,

[ ( )] 0, 0,
1,  0.  

x
g f x x

x


 
 

 

8．已知函数 ( )f x 的定义域为 (0,1] ，求下列复合函数的定义域： 

（1） (1 )f x ； （2） 1 1
4 4

f x f x        
   

； 

（3） (ln )f x ； （4） (e )xf  ． 

解  （1）由0 1 1x  ≤ 得 0 1x ≤ ，故函数 (1 )f x 的定义域为[0,1) ． 

（ 2 ） 由
1 10 1,0 1
4 4

x x   ≤ ≤ 得
1 5 1 3,
4 4 4 4

x x  ≤ ≤ ， 从 而 得
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1 3
4 4

x ≤ ，故函数
1 1
4 4

f x f x        
   

的定义域为
1 3( , ]
4 4

． 

（3）由0 ln 1x ≤ 得1 ex ≤ ，故函数 (ln )f x 的定义域为 (1,e]． 

（4）由0 e 1x ≤ 得 0x≥ ，故函数 (e )xf  的定义域为[0, ) ． 

9．在下列各题中，求由所给函数复合而成的复合函数，并求对应于所给自变

量值的函数值： 

（1） 2
0

π, 2cos ,
6

y u u x x   ； 

（2） 2
0, 5, 2y u u x x    ； 

（3） 4
1 2e , , ln , 1, euy u v v t t t     ． 

解  （1） 2 2 2(2cos ) 4cos ,y u x x    

 
0

2 2
0 0

π| 4cos 4cos
6x xy y x   

2
34 3

2
 
   
 

． 

（2） 2 5,y u x  
0

2 2
0 0| 5 2 5 3x xy y x      ． 

（3） lne e e ,u v ty    1
1

ln ln1 0
1 | e e e 1,t

t ty y       

     
4

2
2

1
ln ln 4

2 | e e e et e
t ty y      ．  

10．假设某种商品的需求量Q是单价 p（单位：元）的函数： 1200 80Q p  ；

商品的总成本是需求量Q的函数： 25000 5C Q  ；每单位商品需要纳税 2 元．试

将销售利润 L表示为单价 p的函数．（提示：销售利润为销售收入扣除总成本和总

纳税额后的余额）． 
解  因为产品的销售收入为 21200 80R Q p p p    ，故销售利润为 

22 1200 80 [25000 5(1200 80 )] 2(1200 80 )L R C Q p p p p           
280 1760 33400p p    . 

11．某厂生产某种产品1000 吨，每吨定价为130元，销售量在700吨以内时，

按原价销售，超过700吨时超过部分打九折出售．试将销售总收益与销售量的函数

关系用数学表达式表出． 
解  设变量 x和 R分别表示销售量（单位为吨）和销售收益（单位为元），由

题 意 ， 当 0 700x≤ ≤ 时 ， 130R x （ 元 ）； 当 700 1000x ≤ 时 ，

700 130 ( 700) 0.9 130 117 9100R x x        ．故所求的函数关系为 

 
130 , 0 700,
117 9100, 700 1000.

x x
R

x x


   

≤ ≤

≤
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习题 1.2 

1．观察下列数列当其项数 n无限增大时的变化趋势，指出是收敛还是发散．如

果收敛，写出其极限： 

（1） 2
n

nx
n


 ； （2） 2( 1)
2

n
n nx   ； （3） 2 3

3

n n

n nx 
 ； 

（4） 1[1 ( 1) ]n
nx n   ； （5） 1

nx n
 ； （6） !

2n n

nx  ． 

解  （1）容易看出，当 n无限增大时，对应项
2n

n


无限趋近于常数 1，故该

数列收敛，其极限为 1． 

（2）容易看出，当 n 无限增大时，对应项
2( 1)
2

n
n 无限趋近于常数 0，故该

数列收敛，其极限为 0． 

（3）容易看出，当 n无限增大时，对应项
2 3 2 1

33

nn n

n
    

 
无限趋近于常数 1 ，

故该数列收敛，其极限为 1 ． 
（4）容易看出，当 n无限增大时，对应项 1[1 ( 1) ]n n  始终在不断增大的某一

偶数和0 之间跳动，因而该数列发散． 

（5）容易看出，当 n 无限增大时，对应项
1
n
无限趋近于常数 0，故该数列

收敛，其极限为 0． 

（6）容易看出，当 n 无限增大时，对应项
!

2n n

nx  也无限增大，因而该数列

发散． 
2．根据数列极限的定义证明： 

（1） 2

1lim 0
n n

 ；    （2）
2 2

lim 1
n

n a
n


 ；    （3） 2 1 2lim

3 1 3n

n
n





． 

证  （1）对 0  ，由于 

2 2

1 1| 0 | | 0 |nx n n
    ， 

故要使 | 0 |nx   ，只要 2

1
n

 即
1n


 即可． 

于是，取正整数
1N


≥ ，则当 n N 时，总有 | 0 |nx   ．根据数列极限定

义，有 
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2

1lim 0
n n

 ． 

（2）对 0  ，由于 
2 2 2 2

22 2
| 1 | 1

( )
n

n a a ax
n nn n a n


    
 

， 

故要使 | 1 |nx   ，只要
2

2
a
n

 即
| |an


 即可． 

于是，取正整数
| |aN


≥ ，则当 n N 时，总有 | 1 |nx   ．根据数列极限定

义，有 
2 2

lim 1
n

n a
n


 ． 

（3）对 0  （不妨设 2  ），由于 
2 2 1 2 5 2
3 3 1 3 3(3 1) 3 1n

nx
n n n


    
  

， 

故要使
2
3nx   ，只要

2
3 1n




即
2
3

n 



 即可． 

于是，取正整数
2
3

N 



≥ ，则当 n N 时，总有
2
3nx   ．根据数列极限

定义，有 
2 1 2lim
3 1 3n

n
n





． 

3．证明：若 lim nn
x a


 ，则 lim | | | |nn

x a


 ． 

证  对 0  ，由于 lim nn
x a


 ，故存在正整数 N，当 n N 时，有 | |nx a   ，

由三角不等式，对上述的 n，有 || | | || | |n nx a x a     ．故 
lim | | | |nn

x a


 ． 

需要指出的是，极限 lim | |nn
x


存在并不能推出极限 lim nn

x


存在，例如

lim | ( 1) | 1n

n
  ，但 lim( 1)n

n
 不存在． 

习题 1.3 

1．根据函数极限的定义证明： 

（1） 1 1lim
2 2x

x
x


 ；    （2） lim e 0x

x
 ；    （3） sinlim 0

1x

x
x




． 
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证  （1）对 0  ，由于 
1 1 1 1 1

2 2 | 2 | 2 | |
x
x x x


   ， 

故要使
1 1

2 2
x
x




  ，只要
1 1
2 | |x

 即
1| |

2
x


 即可． 

于是，取正数
1

2
X


 ，则当 | |x X 时，就有

1 1
2 2
x
x




  ．根据定义 1-14，

有 
1 1lim

2 2x

x
x


 ． 

（2）对 0  （不妨设 1  ），由于 
| e 0 | ex x  ， 

故要使 | e 0 |x   ，只要 ex  即 lnx  即可． 

于是，取正数 lnX   ，则当 x X  时，就有 | e 0 |x   ．根据定义 1-14

的说明，有 
lim e 0x

x
 ． 

（3）对 0  （不妨设 1  ），由于 
sin 10

1 1
x

x x


 
≤ ， 

故要使
sin 0

1
x

x
 


，只要

1
1x




即
2

2
1x 



 即可． 

于是，取正数
2

2
1X 



 ，则当 x X 时，就有
sin 0

1
x

x
 


．根据定义 1-14

的说明，有 
sinlim 0

1x

x
x




． 

2．根据函数极限的定义证明： 

（1）
1

lim(4 5) 9
x

x


  ；    （2）
2

lim(3 1) 5
x

x


  ；    （3）
2

1

1lim 2
1x

x
x





． 

证  （1）对 0  ，由于 
| (4 5) 9 | | 4 4 | 4 | 1 |x x x      ， 

故要使 | (4 5) 9 |x    ，只要 4 | 1 |x   即 | 1 |
4

x 
  即可． 

于是，取正数
4


  ，则当 0 | 1 |x    时，就有 | (4 5) 9 |x    ．根据定义

1-15，有 
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1
lim(4 5) 9
x

x


  ． 

（2）对 0  ，由于 
| (3 1) 5 | | 3 6 | 3 | 2 |x x x      ， 

故要使 | (3 1) 5 |x    ，只要3 | 2 |x   即 | 2 |
3

x 
  即可． 

于是，取正数
3


  ，则当 0 | 2 |x    时，就有 | (3 1) 5 |x    ．根据定义

1-15，有 

2
lim(3 1) 5
x

x


  ． 

（3）对 0  ，由于当 1x   时 
21 2 |1 2 | | 1 |

1
x x x
x


     


， 

故要使
21 2

1
x
x


 


，只要 | 1 |x   即可． 

于是，取正数  ，则当 0 | ( 1) | | 1 |x x       时，就有
21 2

1
x
x


 


．根

据定义 1-15，有 
2

1

1lim 2
1x

x
x





． 

3．证明：函数 ( ) | |f x x 当 0x 时极限为零． 
证  对 0  ，由于 || | 0 | | |x x  ，故要使 || | 0 |x   ，只要 | |x  即可．于

是，取正数  ，则当0 | |x   时，就有 || | 0 |x   ．根据定义 1-15，有 

0
lim | | 0
x

x


 ． 

4．求下列函数当 0x 时的左右极限，并说明它们当 0x 时的极限是否存

在： 

（1）
2 , 1 0,

( ) 1, 0,

, 0 1

x x
f x x

x x

   


 
  ≤

； （2） | |( ) xf x
x

 ． 

解  （1）因为
0 0

lim ( ) lim 2 0
x x

f x x
  

  ，
0 0

lim ( ) lim 0
x x

f x x
  

  ，所以 

0 0
lim ( ) lim ( )
x x

f x f x
  

 ， 

从而由定理 1-3 可知，
0

lim ( )
x

f x


存在． 

（2）因为
0 0

lim ( ) lim 1
x x

xf x
x  


   ，

0 0
lim ( ) lim 1
x x

xf x
x  

  ，所以 
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0 0
lim ( ) lim ( )
x x

f x f x
  

 ， 

从而由定理 1-3 可知，
0

lim ( )
x

f x


不存在． 

习题 1.4 

1．下列函数在其自变量的指定变化过程中哪些是无穷小？哪些是无穷大？哪

些既不是无穷小也不是无穷大？ 

（1）
21( )

1
xf x
x





，当 1x 时； （2） 2( )f x x ，当 x时； 

（3） sin( ) xf x
x

 ，当 x时； （4） ( )f x x ，当 2x 时． 

解  （1）因为
2

1 1 1

1lim ( ) lim lim( 1) 2 0
1x x x

xf x x
x  


    


，故函数 ( )f x 不是当

1x 时 的 无 穷 小 ； 同 样 ， 利 用 函 数 极 限 的 定 义 可 以 证 明

21 1 1

1 1 1 1lim lim lim 0
( ) 1 21x x x

x
f x xx  


   


，即

1
lim ( )
x

f x


 ，故函数也不是当 1x 时

的无穷大． 

（2）利用函数极限的定义可以证明 2

1 1lim lim 0
( )x xf x x 

  ，即 lim ( )
x

f x


 ，

故函数 ( )f x 是当 x时的无穷大． 

（3）利用函数极限的定义可以证明
sinlim 0

x

x
x

 ，故函数 ( )f x 是当 x 时

的无穷小． 
（4）因为

2 2
lim ( ) lim 2 0
x x

f x x
 

   ，故函数 ( )f x 不是当 2x 时的无穷小；

同样，利用函数极限定义可以证明
2 2

1 1 1lim lim 0
( ) 2x xf x x 

   ，即
2

lim ( )
x

f x


 ，

故函数也不是当 2x 时的无穷大． 
2．利用无穷小的性质求下列极限： 

（1） 1 coslim
x

x
x


； （2） 2

0

2lim sin
x

x
x
；  

（3）
2

lim
2sin 1x

x
x 

； （4） arctanlim
x

x
x

． 

解  （1）因为当 x时，函数
1
x
是无穷小； |1 cos | 1 | cos | 2x x ≤ ≤ ，

即函数1 cos x 有界．所以由无穷小的性质 2 得 
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1 coslim 0
x

x
x


 ． 

（2）由函数极限的定义可以证明 2

0
lim 0
x

x


 ，即当 0x 时，函数 2x 是无穷小；

2sin 1
x
≤ ，即函数

2sin
x
有界．所以由无穷小的性质 2 得 

2

0

2lim sin 0
x

x
x
 ． 

（3）由函数极限的定义可以证明 2

1lim 0
x x

 ，即当 x时，函数 2

1
x

是无穷

小； | 2sin 1|x  2 | sin | 1 3x ≤ ≤ ，即函数 2sin 1x  有界．所以由无穷小的性质 2

得 

2

2sin 1lim 0
x

x
x


 ， 

再由定理 1-4 得 
2

lim
2sin 1x

x
x

 


． 

（4）由例 1-10（1）知，当 x时，函数
1
x
是无穷小；

π| arctan |
2

x≤ ，即

函数 arctan x有界．所以由无穷小的性质 2 得 
arctanlim 0

x

x
x

 ． 

习题 1.5 

1．对下列陈述作出判断，如果正确，说明理由；如果错误，给出反例： 
（1）如果

0
lim ( )
x x

f x


存在，但
0

lim ( )
x x

g x


不存在，那么
0

lim[ ( ) ( )]
x x

f x g x


 不存在； 

（2）如果
0

lim ( )
x x

f x


和
0

lim ( )
x x

g x


都不存在，那么
0

lim[ ( ) ( )]
x x

f x g x


 不存在； 

（3）如果
0

lim ( )
x x

f x


存在，但
0

lim ( )
x x

g x


不存在，那么
0

lim[ ( ) ( )]
x x

f x g x


 不存在． 

解  （1）正确．因为若
0

lim[ ( ) ( )]
x x

f x g x


 存在，则根据极限的四则运算法则，

有
0

lim ( )
x x

g x



0

lim[( ( ) ( )) ( )]
x x

f x g x f x


  存在，矛盾． 

（2）错误．例如，
0

limsgn
x

x


与
0

lim( sgn )
x

x


 都不存在，但
0

lim[sgn ( sgn )] 0
x

x x


   ． 

（3）错误．例如，
0

lim 0
x

x


 ，
0

1lim
x x

 即不存在，但
0

1lim 1
x

x
x

  ． 

2．求下列极限： 
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（1） 21

3 1lim
2 3x

x
x x


 

； （2）
2

25

1lim
1x

x x
x

 


；  

（3）
2

2

4lim
2x

x
x




； （4）
2

30
lim
x

x x
x x




；  

（5）
0

1lim
x

x x
x

  
 

； （6）
2

24

6 8lim
3 4x

x x
x x

 
 

； 

（7）
2 2

0

( )lim
h

x h x
h

 
； （8） 2

1lim
2 3x

x
x x


 

；  

（9）
2

2
2 1lim

2 3 1x

x x
x x

 
 

； （10） sinlim
sinx

x x
x x




；  

（11） 22

4 1lim
24x xx

   
； （12） 31

1 3lim
1 1x x x

    
； 

（13） 1 1 1lim 1
2 4 2nn

     
 

 ； （14） 3

( 2)(2 3)(3 4)lim
n

n n n
n

  
． 

解  （1）原式 1 1 1
2 2 2

1 1 1 1

lim(3 1) lim(3 ) lim1 3 1 1 2
lim( 2 3) (lim ) lim(2 ) lim3 1 2 1 3

x x x

x x x x

x x

x x x x
  

   

   
   

      
． 

（2）原式

2
2

5 5 5
2 25

5 5

( lim ) lim lim 1 ( 5) 5 1 4 5lim
6( lim ) lim 1 ( 5) 1

x x x

x
x x

x x

x
  


 

    
  

 
． 

（3）原式
2 2

( 2)( 2)lim lim( 2) 2 2 4
2x x

x x x
x 

 
     


． 

（4）原式 2 2 20 0

( 1) 1 0 1lim lim 1
( 1) 1 0 1x x

x x x
x x x 

  
    

  
． 

（5）原式 2 2

0
lim( 1) 0 1 1
x

x


     ． 

（6）原式
4 4

( 4)( 2) 2 4 2 2lim lim
( 4)( 1) 1 4 1 5x x

x x x
x x x 

   
   

   
． 

（7）原式
0 0

( )( )lim lim(2 ) 2 0 2
h h

x h x x h x x h x x
h 

   
      ． 

（8）先用 2x 去除分子和分母，然后取极限，得 

2

2

2

1 1
1 0lim lim 0

2 3 12 3 1
x x

x x x
x x

x x
 


  

   
． 

（9）先用 2x 去除分子和分母，然后取极限，得 
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2 2

2

2

2 112 1 1lim lim
3 1 22 3 1 2

x x

x x x x
x x

x x
 

  
 

   
． 

（10）先用 x去除分子和分母，然后取极限，并利用无穷小的性质，得 
sin1sin 1 0lim lim 1
sinsin 1 01

x x

x
x x x

xx x
x

 

 
  

 
． 

（11）原式 22 2 2

4 ( 2) 2 1 1 1lim lim lim
( 2)( 2) 2 2 2 44x x x

x x
x x xx  

    
     

   
． 

（12）原式
2

3 2 21 1 1

1 3 ( 1)( 2) 2lim lim lim
1 (1 )(1 ) (1 )x x x

x x x x x
x x x x x x  

     
  

      
  

2

1 2 1
(1 1 1 )


  
  

． 

（13）原式

111
1 1 1 12lim 1 ... lim lim 2

12 4 22 1
2

n

n

nn n n



  

                    
     

 

2 0 2   ． 
（14）先用 3n 去除分子和分母，然后取极限，得 

3

2 3 41 2 3
( 2)(2 3)(3 4)lim lim 1 2 3 6

1n n

n n n n n n
n 

                    ． 

3．求下列极限： 

（1） 21

3 2lim
1x

x x
x

 


； （2）
2

20
lim

1 1x

x

x  
；  

（3）
2

lim
2 1x

x
x 

； （4） 2

1 2lim
( 3)x

x
x




；  

（5）
0

1 1 2lim
x

x
x

 
；  （6） 21

1 3 2lim
1x

x x
x

 


． 

解  （1）由于
1

lim (3 2 ) 1
x

x


  ，令 3 2u x  ，则由定理 1-8 得
1

lim 3 2
x

x


   

1
lim 1
u

u


 ，故 

1 1
2 2 21

1 1

lim lim 3 23 2 1 1lim 1
1 ( lim ) lim 1 ( 1) 1

x x

x
x x

x xx x
x x

 


 

    
   

   
． 
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（2）由于 2

0
lim(1 ) 1
x

x


  ，令 21u x  ，则由定理 1-8 得 2

0 1
lim 1 lim 1
x u

x u
 

   ，

因而 
2

2

20 0
lim lim( 1 1) 1 1 2

1 1x x

x x
x 

     
 

． 

（3）因为
2

2

2 1
2 1lim lim 0

1x x

x x x
x 


  ，所以 

2

lim
2 1x

x
x

 


． 

（4）原式
2

2

1 2
0lim 0
131

x

xx

x




  

  
 

． 

（5）原式
0 0

2 2 2lim lim 1
(1 1 2 ) 1 1 2 1 1x x

x
x x x 

   
    

． 

（6）原式
1

1lim
( 1)( 1)( 1 3 2 )x

x
x x x x




   
 

1

1 1 1lim
8( 1)( 1 3 2 ) (1 1)( 4 2 1)x x x x

 
   

    
． 

4．设
24 3( )

1
xf x ax b
x


  


，若已知： 

（1） lim ( ) 0
x

f x


 ；    （2） lim ( ) 2
x

f x


 ；    （3） lim ( )
x

f x


 ． 

试分别求这三种情形下常数 a与b的值． 

解  因为
2 24 3 ( 4) ( ) 3( )

1 1
x a x b a x bf x ax b
x x
     

   
 

  

（1）要使 lim ( ) 0
x

f x


 ，只要 4 0a   且 0b a  即可，因而 4, 4a b    ． 

（2）要使 lim ( ) 2
x

f x


 ，只要 4 0a   且 2b a  即可，因而 4, 2a b    ． 

（3）要使 lim ( )
x

f x


 ，只要 4 0a   即可，因而 4,a   b为任意常数． 

5．已知
2

3

2lim
3x

x x k
x

 


存在且等于 a，求常数 k与 a的值． 

解   方法一．因为
2

3

2lim
3x

x x k a
x

 



，所以 2 2x x k  必含有因式 3x  ，而

其另一个因式必为 ( 3)x a  ，因而 2 22 ( 3)( 3) ( 6)x x k x x a x a x           
3( 3)a  ，从而 6 2a    且 3( 3)a k   ，最后解得 4, 3a k   ． 
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方法二．因为
2

3

2lim
3x

x x k a
x

 



，所以 3x  必为方程 2 2 0x x k   的根，设

该方程另一根为 *x ，则根据一元二次方程根与系数的关系，必有
2* 3 2

1
x 

    即

* 1x   ， 且 3 ( 1) 3
1
kk       ， 从 而

2 2

3 3

2 2 3lim lim
3 3x x

x x k x xa
x x 

   
  

 
 

3

( 3)( 1)lim 4
3x

x x
x

 



． 

习题 1.6 

1．求下列极限： 

（1）
0

sinlim
x

x
x



（ 0  ）； （2）

0

sin 2lim
sin 3x

x
x
； 

（3） πlim sin
x

n
n
； （4） 21

sin( 1)lim
1x

x
x




； 

（5）
0

1 cos 4lim
sinx

x
x x


； （6）

π
2

coslim
π 2x

x
x 
； 

（7）
0

2 sinlim
2 sinx

x x
x x




； （8） 1lim 2 sin
2

n
nn

x


（ 0x  ）； 

（9）
0

lim cot
x

x x


． 

解  （1）原式
0

sinlim 1
x

x
x


  


    ． 

（2）原式
0

0

0

sin 2 sin 2lim2 2 2 1 22 2lim
sin3 sin 33 3 3 1 3lim

3 3

x

x

x

x x
x x
x x
x x







     ． 

（3）原式

πsin
π lim π 1 π

πx

n

n


    ． 

（4）原式
1 1

sin( 1) 1 sin( 1)lim lim
( 1)(1 ) ( 1) 1x x

x x
x x x x 

  
        

 

1 1

1 sin( 1) 1 1lim lim 1
1 1 2 2x x

x
x x 

 
      

 
． 

（5）原式
2

0 0 0 0

2sin 2 sin 2 sin 2lim 4lim cos 8lim lim cos
sin 2x x x x

x x xx x
x x x x   

      
 

 

8 1 1 8    ． 
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（6）原式
π π
2 2

π πsin sin
1 1 12 2lim lim 1

ππ 2 2 2 2
2

x x

x x

x x 

       
       
 

． 

（7）原式
0 0

0

2sin 2sin 1lim 1 1 lim 1
2 sin2 sin 2 sin lim

2sin
x x

x

x x
x xx x x x

x
 



          
 

0

0

1 1 1 11 1 1
1 1 1 1 1 3lim sinsin 2 2 1 2lim

x

x

x
xx
x





      
  

． 

（8）原式
sin

22 lim 2 1 2

2

n

n

n

x

x x x
x

     ． 

（9）原式
0 0

0

1 1lim cos limcos 1 1
sinsin 1lim

x x

x

x x x
xx
x

 



       ． 

2．求下列极限： 

（1）
1

0
lim(1 ) x
x

x


 （ 0  ）； （2）
3

1
1

lim(3 2 ) x
x

x 


 ； 

（3）
41lim
x

x

x
x

 
 
 

； （4） 3lim 1
x

x x

  
 

； 

（5）
2

0
lim(1 ) x
x

x


 ； （6） 2lim
2

x

x

x
x

 
  

． 

解  （1）原式
1 1

0 0
lim(1 ) [lim(1 ) ] ex x
x x

x x
    


 
     ． 

（2）原式

6 1
6 62(1 ) 2(1 )

1 1
lim[1 2(1 )] [lim[1 2(1 )] ] ex x

x x
x x


  

 
       ． 

（3）原式

4

41lim 1 e
x

x x

      
   

． 

（4）原式

3
( 3)

3 3 33 3lim 1 lim 1 e
x x

x xx x

 
  



 

 
                

 

． 

（5）原式
1 1( 2) 2 2

0 0
lim(1 ) [lim(1 ) ] ex x
x x

x x
    

 
     ． 
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（6）原式

422 2
4 44 4 4lim 1 lim 1 lim 1 1 e

2 2 2

xx

x x xx x x




  

 
                         

 

． 

3．利用极限存在准则证明： 

（1）
2 2 2

1 1 1lim 1
1 2x n n n n

 
        

 ；  

（2） 3 3 3

1 2lim 0
1 2x

n
n n n n

        
 ； 

（3）
0

lim 1 1n

x
x


  （ n N ）； 

（4）数列 2, 2 2 , 2 2 2 ,   的极限存在． 

证  因为 

2 2 2 2 2

1 1 1

1 2 1

n n

n n n n n n n
  

    
≤ ≤ ， 

且 

2 2

2

1 1lim lim 1, lim lim 1
1 111 1

n n n n

n n
n n n

n n

   
   

  
， 

故由夹逼准则得 

2 2 2

1 1 1lim 1
1 2x n n n n

 
        

 ． 

（2）因为 

3 3 3 3 3

1 2
1 2 1

n n n
n n n n n n n

  
    

≤ ≤ ， 

且 

2 2

3 3

2 3

1 1

lim lim 0, lim lim 0
1 111 1

n n n n

n nn n
n n n

n n
   

   
  

， 

故由夹逼准则得 

3 3 3

1 2lim 0
1 2x

n
n n n n

        
 ． 

（3）因为 n N ，所以当 0x  时， 1 1 1n x x    ；当 1 0x   时，

1 1 1nx x    ,
0 0 0 0

lim 1 lim (1 ) 1, lim (1 ) lim 1 1
x x x x

x x
      
      ，故由夹逼准则得 

0 0
lim 1 1, lim 1 1n n

x x
x x

  
    ， 

从而 
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0
lim 1 1n

x
x


  ． 

（4）将该数列记为{ }nx ，显然有 1 10, 2, 2n n nx x x x    （ n N ）． 

首先，可以用数学归纳法证明 2nx  （ n N ）．事实上， 1 2 2x   ，若设

2kx  ，则有 1kx   2 2 2 2kx    ，因而数列{ }nx 有界；其次，我们可以证

明{ }nx 为单调增加．事实上， 
2

1
2 ( 2)( 1)

2 0
2 2

n n n n
n n n n

n n n n

x x x x
x x x x

x x x x

    
      

   
， 

故由单调有界准则得，数列{ }nx ，即数列 2, 2 2 , 2 2 2 ,   的极限存在． 

习题 1.7 

1．当 0x 时， 2x x 与 2 3x x 相比，哪一个是高阶无穷小？ 

解  因为
2 3

20 0
lim lim 0
x x

x x x
x x 


 


，所以当 0x 时， 2 3x x 是比 2x x 高阶的无

穷小． 
2．当 1x 时，无穷小 1x  与下列无穷小是否同阶？是否等价？ 

（1） 2 1x  ；    （2） 2( 1)x  ；    （3） 1 1
x
 ． 

解  （1）
2

1 1

1lim lim( 1) 2 1
1x x

x x
x 


   


，故当 1x 时， 1x  与 2 1x  同阶但不

等价． 

（2）
1 1

1 1lim lim( 1) 1
22( 1)x x

x x
x 


  


，故当 1x 时， 1x  与 2( 1)x  同阶且

等价． 

（3）
1 1 1

1 1 1 1lim lim lim 1 1
1 ( 1)x x x

xx
x x x x  

 
     

 
，故当 1x 时， 1x  与

1 1
x
 同

阶但不等价． 
3．设当 0x 时， 21 cos x 与 sinnax x是等价无穷小，求常数 a及正整数n． 

解  当 0x 时，
2 2

sin ,sin
2 2
x x x x  ．要使 21 cos sinnx ax x  （ 0x ），

只要 
222

2
2 4

10 0 0 0

22sin 21 cos 12lim lim lim lim 1
2sin sinn n n nx x x x

xx
x x

aax x ax x ax x x    

 
  

     

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即可，从而有
1 1, 1 4

2
n

a
   ，即

1 , 3
2

a n  ． 

4．利用等价无穷小代换法求下列极限： 

（1）
0

tan 2lim
3x

x
x

； （2） 20

1 1lim
e 1xx

x


 


； 

（3）
2

30

sinlim
arctan( )x

x x
x

； （4） 20

sin tanlim
ln(1 )x

x x
x x




； 

（5） 2lim ln
x

xx
x


； （6）

0

sin( )lim
sin

m

nx

x
x

（ ,m n N ）； 

（7）
1

arcsin(1 )lim
lnx

x
x


； （8）

3 20

sin tanlim
( 1 1)( 1 sin 1)x

x x
x x



   
． 

解  （1）当 0x 时， tan 2 2x x ．因而 
0 0

tan 2 2 2lim lim
3 3 3x x

x x
x x 

  ． 

（2）当 0x 时， 21 1 ,e 1 2
2

xxx x    ．因而 20 0

1 1 12lim lim
2 4e 1xx x

x
x

x 

 
 


． 

（3）当 0x 时， 3 3sin ,arctan( )x x x x  ．因而 
2 2

3 30 0

sinlim lim 1
arctan( )x x

x x x x
x x 


  ． 

（4）当 0x 时，
2

2 2sin ,1 cos , ln(1 )
2
xx x x x x    ．因而 

2 2 20 0 0 0

1sin 1
sin tan 1 sin (1 cos )coslim lim lim lim

cosln(1 ) ln(1 )x x x x

x
x x x xx

xx x x x x x   

       
  

 

 

2

20 0

sin 12lim lim
2x x

x
x
x x 

     ． 

（5）令
2t
x

 ，则当 x 时， 0t  ．因而
0

2 2lim ln lim ln(1 )
x t

xx t
x t 


    

0
2lim 2
t

t
t
 ． 

（6）
0 0 0

0, ,
sin( )lim lim lim 1, ,
sin

, .

m m
m n

n nx x x

m n
x x x m n
x x

m n



  


   
 

 

（7）
1 1 1

arcsin(1 ) 1 1lim lim lim 1
ln ln[1 ( 1)] 1x x x

x x x
x x x  

  
    

  
． 

（8）当 0x 时，
2 2

3 2 sinsin ,1 cos , 1 1 , 1 sin 1
2 3 2
x x xx x x x x        ．  
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因而 

3 32 20 0 0

sin tan 1 sin (1 cos )lim lim lim
cos( 1 1)( 1 sin 1) ( 1 1)( 1 sin 1)x x x

x x x x
xx x x x  

 
  

       
 

 

2

3

2 20 0

2lim 3lim 3
sin

3 2
x x

xx x
x x x x 


     


． 

习题 1.8 

1．研究下列函数在指定点处的连续性： 

（1）
sin , 0,

( )
1, 0

x x
f x x

x

  
 

在 0x  ；   （2） 2

2 , 1,
( )

, 1

x x
f x

x x


 


≤
 在 1x  ； 

（3）

2 , 0,
( ) 2 , 0 1,

1 , 1

x x
f x x x

x x

 
  
  ≥

 在 0x  及 1x  ． 

解 （1）因为
0

sinlim 1 (0)
x

x f
x

  ，所以函数 ( )f x 在 0x  处连续． 

（2）因为 2

1 1 1 1
lim ( ) lim (2 ) 1, lim ( ) lim 1
x x x x

f x x f x x
      

     ，且 (1) 2 1 1f    ，

故函数 ( )f x 在 1x  处连续． 

（3）尽管 2

0 0 0 0
lim ( ) lim 0, lim ( ) lim 2 0
x x x x

f x x f x x
      

    ，但函数 ( )f x 在 0x  处

无 定 义 ， 故 函 数 ( )f x 在 0x  处 不 连 续 ； 又
1 1

lim ( ) lim 2 2
x x

f x x
  

  ， 但

1 1
lim ( ) lim (1 ) 0
x x

f x x
  

   ，故函数 ( )f x 在 1x  处也不连续． 

2．讨论下列函数的连续性，若有间断点，指出其类型： 

（1）
2

2
1( )

3 2
xf x

x x



 

； （2） ( )
| | ( 1)

xf x
x x




； 

（3）
1 , | | 1,

( )
3, | | 1.
x x

f x
x x


   

≤
 

解   （1）函数 ( )f x 为初等函数，由定理 1-16，该函数在其定义区间

( ,1), (1, 2), (2, )  内连续，且只有两个间断点 1x  及 2x  ．而 
2

21 1 1

1 1lim ( ) lim lim 2
23 2x x x

x xf x
xx x  

 
   

 
， 

2

22 2 2

1 1lim ( ) lim lim
23 2  

 
   

 x x x

x xf x
xx x

， 
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故 1x  是 ( )f x 的第一类的可去间断点， 2x  是 ( )f x 的第二类的无穷间断点． 

（2）函数 ( )f x 可变形为
2

( )
( 1)

xf x
x x




，故为初等函数，由定理 1-16，该

函数在其定义区间 ( , 1), ( 1,0), (0, )    内连续，且只有间断点 0x  及 1x   ．由

0 0 0

1lim ( ) lim lim 1
| | ( 1) 1x x x

xf x
x x x    

    
 

， 但
0 0

lim ( ) lim
| | ( 1)x x

xf x
x x  

 


 

0

1lim 1
1x x



得 0x  是 ( )f x 的第一类的跳跃间断点；由

1 1
lim ( ) lim

| | ( 1)x x

xf x
x x 

 


 

1

1lim
1x x

  


得 1x   是 ( )f x 的第二类的无穷间断点． 

（3）原函数可改写成
1 , 1 1,

( )
3, 1 1
x x

f x
x x x
 

      或

≤ ≤
，显然 ( )f x 的间断点只有

1x   及 1x  ．由
1 1

lim ( ) lim ( 3) 4
x x

f x x
  

    ，但
1 1

lim ( ) lim (1 ) 0
x x

f x x
  

   得

1x   是 ( )f x 的 第 一 类 的 跳 跃 间 断 点 ； 由
1 1

lim ( ) lim (1 ) 2
x x

f x x
  

   ， 但

1 1
lim ( ) lim ( 3) 2
x x

f x x
  

    得 1x  也是 ( )f x 的第一类的跳跃间断点． 

3．求函数
2

2
2( )
6

x xf x
x x
 


 

的连续区间，并求
1 2

lim ( ), lim ( )
x x

f x f x
 

及
3

lim ( )
x

f x


． 

解   显然 ( )f x 是初等函数，故其连续区间即为定义区间 ( , 3), ( 3, 2),    
(2, ) ． 

1 1 1

( 2)( 1) 1 1lim ( ) lim lim
( 3)( 2) 3 2x x x

x x xf x
x x x  

  
  

  
， 

2 2 2

( 2)( 1) 1 3lim ( ) lim lim
( 3)( 2) 3 5x x x

x x xf x
x x x  

  
  

  
， 

3 3 3

( 2)( 1) 1lim ( ) lim lim
( 3)( 2) 3x x x

x x xf x
x x x  

  
   

  
． 

4．求下列极限： 
（1） 3

π
6

lim cos 2
x

x


；  （2）
1

lim ln( sin π )
x

x x


 ；  

（3）
0

sin 4lim
x

x
x

； （4） cot 2

0
lim(1 tan ) x

x
x


 ；  

（5） 2
1

0
lim(cos ) x
x

x


． 

解  （1）
3 3

3
π
6

π 1 1lim cos 2 cos
3 2 8x

x


        
   

． 
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（2）
1

lim ln( sin π ) ln(1 sin π) ln(1 0) 0
x

x x


      ． 

（3）
0 0 0

sin 4 sin 4 sin 4lim lim 2 lim 2
4x x x

x x x
x x x  

   ． 

（4）
21 tan

cot 2 2 tan
0 0

lim(1 tan ) lim(1 tan )
x

x x
x x

x x


 
    

1
1 tan2

tan 2
0 0

lim[1 ( tan )] lim[1 ( tan )]
x

x
x x

x x



 

 
      
 

 

1 1
02 2e (1 0) e

 
    ． 

（5）解法一  

2
1
2 2 2 20 0

1 cos 1 2 1ln[1 (cos 1)] lim lim
ln(cos ) 2

0 0
lim e lim e e e ex x x

x
xx

x x x x
x x

 


  

 
    ． 

解法二  2 2
1 1 cos 1

cos 1

0 0
lim(cos ) lim[1 (cos 1)]

x
xx x

x x
x x






 
    

 

2

20
20

cos 1lim1 2 1lim
cos 1 2

0
lim[1 (cos 1)] e e

x
x

xx
x

x x
x

x




 





 
     
 

． 

5．求常数 a的值，使函数

ln(1 ) , 0,
( )

2 3, 0

ax x
f x x

x x

  
  ≥

在点 0x  处连续． 

解  当 0a  时，原函数变为
0, 0,

( )
2 3, 0

x
f x

x x


   ≥
从而有 

0 0
lim ( ) lim 0 0,
x x

f x
  

 
0 0

lim ( ) lim (2 3) 3
x x

f x x
  

    ， 

故函数 ( )f x 在点 0x  处不连续； 
当 0a  时，有 

0 0 0 0 0

ln(1 ) ln(1 )lim ( ) lim lim , lim ( ) lim (2 3) 3
x x x x x

ax axf x a a f x x
x ax        

 
       ， 

故要使 ( )f x 在点 0x  处连续，只要
0 0

lim ( ) lim ( ) (0)
x x

f x f x f
  

  即 3a   即可． 

6．设函数
2
1

2(1 2 ) , 0,( )
, 0

xx xf x
k x

   
 

 在 ( , )  内连续，求常数 k． 

解  显然函数 ( )f x 在其定义区间 ( ,0) (0, ) ∪ 上是连续的， 故要使该函数

在 ( , )  内连续，只要其在点 0x  处连续即可，因而有 

2 2
1 1

2 2 2 22
0 0 0

lim ( ) lim(1 2 ) [lim(1 2 ) ] e (0)x x
x x x

f x x x f k
  

       ， 

从而有 2ek  ． 
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习题 1.9 

1．证明方程 3 23 1 0x x   至少有一个小于1的正根． 
证  令 3 2( ) 3 1f x x x   ，则只需证明 ( )f x 在开区间 (0,1) 内至少有一个零点

即可． 
事实上， ( )f x 在闭区间[0,1]上连续，且 (0) 1 0, (1) 1 0f f     ，由零点定

理得，函数 ( )f x 在 (0,1) 内至少有一个零点． 

2．证明方程 5 33 1 0x x   至少有一个介于 1 与 2 之间的实根． 
证  令 5 3( ) 3 1f x x x   ，则只需证明 ( )f x 在开区间 (1,2) 内至少有一个零点

即可． 
事实上， ( )f x 在闭区间[1, 2]上连续，且 (1) 3 0, (2) 32 24 1 7 0f f        ，

由零点定理得，函数 ( )f x 在 (1,2)内至少有一个零点． 
3．证明方程 sin  0, 0x a x b a b   （ ）至少有一个不超过 a b 的正根． 
证  令 ( ) sinf x a x b x   ，则 ( )f x 在闭区间[0, ]a b 上连续，且 (0) 0f b  ，

显然 
( ) sin( ) ( ) [sin( ) 1] 0f a b a a b b a b a a b         ≤ ． 

若 ( ) 0f a b  ，则 a b 即为方程 sinx a x b  的正根；若 ( ) 0f a b  ，则由

零点定理得，函数 ( )f x 在 (0, )a b 内至少有一个零点，即方程 sinx a x b  至少有

一个小于 a b 的正根． 
综上，方程 sinx a x b  至少有一个不超过 a b 的正根． 
4．设函数 ( )f x 在闭区间 [ , ]a b 上连续，且 1 2 3a x x x b    ，证明：至少存

在一点 1 3( , )x x  ，使得 1 2 3( ) ( ) ( )
( )

3
f x f x f x

f 
 

 ． 

证  显然函数 ( )f x 在闭区间 1 3[ , ]x x 上也连续，由最值定理，可记 

1 31 3
max { ( )}, min { ( )}

x x xx x x
M f x m f x 

≤ ≤≤ ≤
， 

则有 
1 2 3( ) ( ) ( )

3 3 3
f x f x f xm m m M M Mm M

    
 ≤ ≤ ． 

若上述等式为严格不等号，则由介值定理，存在 1 3( , )x x  ，使得 

1 2 3( ) ( ) ( )
( )

3
f x f x f x

f 
 

 ． 

若上述不等式中出现等号，如 
1 2 3 1 2 3( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

 
3 3

f x f x f x f x f x f x
M m

   
 或（ ）， 

则 有 1 2 3 1 2 3( ) ( ) ( )  ( ) ( ) ( )f x f x f x M f x f x f x m     或（ ）， 可 取 2x    
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1 3( , )x x ， 有 1 2 3
2

( ) ( ) ( )
( ) ( )

3
f x f x f x

f f x M
 

   （ 或 2( ) ( )f f x    

1 2 3( ) ( ) ( )
3

f x f x f x
m

 
 ）． 

总习题一 

1．填空题： 
（1）已知 ( )y f x 是定义在R 上的奇函数，当 0x  时， ( ) 3 4f x x  ，则 0x 

时， ( )f x 的解析式是________； 

（2）函数
2

ln( 1)( )
1

xf x
x





的定义域是________； 

（3）设 ,a b 都是常数，若 31

1lim 0
2x

x b
x x a


 

 
，则 a  _________， b   

________； 

（ 4）设函数
2 1( )

1
xf x ax b
x


  


是当 x 时的无穷小，则常数 a   

________，b  ________； 
（5）设当 1x 时， 2 2( 2) lnx x x  与 ( 1)na x  是等价无穷小，则常数 a   

________， n  ________． 
解  （1）当 0x  时， 0x  ，由 ( )y f x 是定义在R 上的奇函数可得 

( ) ( ) 3 ( ) 4 (3 4)f x f x x x          ， 
从而有 ( ) 3 4f x x  ． 

（2）要使函数有意义，只要 2 1 0, 1 0x x    即 1x  即可，因而函数 ( )f x 的

定义域为 (1, ) ． 

（3）因为 31

1lim 0
2x

x b
x x a


 

 
，所以一定有 3

1
lim( 2 ) 3 0
x

x x a a


     ，即

3a   ，从而有 3 3 21 1 1

1 1 1 1lim lim lim
52 2 3 ( 1)( 3)x x x

x x xb
x x a x x x x x  

  
   

      
． 

（4）由已知有
2 21 ( 1) ( ) ( 1)lim lim 0

1 1x x

x a x a b x bax b
x x 

        
          

，因而

有 1 0a   且 0a b  ，从而解得 1, 1a b   ． 

（5）由已知，并结合等价无穷小替换法有 
2 2 2 2 2 3

1 1 1

( 2) ln ( 2) ( 1) ln[1 ( 1)] ( 2) ( 1)lim lim lim 1
( 1) ( 1) ( 1)n n nx x x

x x x x x x x x
a x a x a x  

       
  

  
， 
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因而有 3n  且
2

1

( 2) 9lim 1
x

x
a a


  ，从而解得 9, 3a n  ． 

2．选择题： 
（1）在下列函数中，不是初等函数的是（   ）； 

A．
tan sec( )

sin
x xf x
x


       B． ( ) | 2arcsin 1|f x x   

C．
2 ,   x<1,

( )
2,   1
x

f x
x x


   ≥
      D． ( ) 2f x x    

（2）函数 ( )f x 的定义域是[ 1, 2] ，则函数 ( 2)f x  的定义域是（   ）； 
A．[ 1, 2]   B．[1, 2]  
C．[ 1, 4]    D．[1, 4]  

（3）函数 ( ) 1 2sinf x x  的值域是（   ）； 
A．[ 1,1]    B．[ 1, 2]  
C．[ 1,3]    D．[ 2,3]  

（4）函数 2 1( ) 1f x x
x

   的定义域是（   ）； 

A．[ 1,0) (0,1] ∪   B．[ 1,1)  
C． ( 1,1]      D． ( 1,1)  

（5）下列命题中错误的是（   ）； 
A．两个偶函数的复合函数仍是偶函数 
B．两个奇函数的复合函数仍是奇函数 
C．两个单调增加函数的复合函数仍是单调增加函数 
D．两个单调减少函数的复合函数仍是单调减少函数 

（6）若
0

lim ( )
x x

f x


存在，
0

lim ( )
x x

g x


不存在，则下列说法正确的是（   ）； 

A．
0

lim[ ( ) ( )]
x x

f x g x


 与
0

lim[ ( ) ( )]
x x

f x g x


 都存在 

B．
0

lim[ ( ) ( )]
x x

f x g x


 与
0

lim[ ( ) ( )]
x x

f x g x


 都不存在 

C．
0

lim[ ( ) ( )]
x x

f x g x


 必不存在，而
0

lim[ ( ) ( )]
x x

f x g x


 可能存在 

D．
0

lim[ ( ) ( )]
x x

f x g x


 可能存在，而
0

lim[ ( ) ( )]
x x

f x g x


 必不存在 

（7）当 0x 时，下列四个无穷小中，比其他三个更高阶的无穷小是（   ）； 
A． 21 cos x    B．

2
e 1x   

C． 21 1x     D． sin tanx x  
（8）设函数 ( )f x 在 ( , )  上连续，且 ( ) 0f x  ，函数 ( )x 在 ( , )  上有

定义且有间断点，则必有间断点的函数是（   ）； 
A． [ ( )]f x    B． [ ( )]f x   
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C． 2[ ( )]x   D．
( )
( )
x

f x
  

（9）函数
2

2

4( )
1

xf x
x





的连续区间是（   ）． 

A． ( , 1), (1, )     B．[ 2, 1), (1, 2]   
C．[ 2, 1), ( 1,1), (1,2]     D． ( 8, 1), ( 1,1), (1, )     

解  （1）选 C．显然 A 和 D 都是初等函数，故只要能说明 B 是初等函数就

可以了，事实上 2( ) | 2 arcsin 1 | (2arcsin 1)f x x x    符合初等函数的定义． 
（2）选 D．因为函数 ( )f x 的定义域是[ 1, 2] ，故要使 ( 2)f x  有意义，只要

1 2 2x ≤ ≤ 即1 4x≤ ≤ ，因而函数 ( 2)f x  的定义域为[1, 4]． 
（ 3 ）选 C ．因为 1 sin 1x ≤ ≤ ，所以 1 2 ( 1) 1 2sin 1 2 1x     ≤ ≤ 即

1 ( ) 3f x ≤ ≤ ，因而函数 ( ) 1 2sinf x x  的值域为[ 1,3] ． 

（4）选 A．要使函数有意义，只要 21 0x ≥ 且 0x  即 1 0x ≤ 且0 1x ≤

即可，即函数的定义域为[ 1,0) (0,1] ∪ ． 
（5）选 D．设 ( ) [ ( )]h x f g x 是由 ( )u g x 与 ( )y f u 复合而成函数． 
若 ( )g x 为偶函数，则有 ( ) [ ( )] [ ( )] ( )h x f g x f g x h x     ，故 A 正确； 
若 ( )g x 和 ( )f u 均为奇函数，则有 ( ) [ ( )] [ ( )] [ ( )]      h x f g x f g x f g x  
( ) h x ，故 B 正确； 
若 ( )g x 和 ( )f u 均单调增加，即当 1 2x x 时， 1 2( ) ( )g x g x ，从而有

1 1 2( ) [ ( )] [ ( )]h x f g x f g x  2( )h x ，即 ( )h x 也单调增加，故 C 正确； 
若 ( )g x 和 ( )f u 均单调减少，即当 1 2x x 时， 1 2( ) ( )g x g x ，从而有

1 1 2( ) [ ( )] [ ( )]h x f g x f g x  2( )h x ，即 ( )h x 单调增加，故 D 错误． 
（6）选 C．若

0
lim[ ( ) ( )]
x x

f x g x


 存在，则
0 0

lim ( ) lim{[ ( ) ( )] ( )}
x x x x

g x f x g x f x
 

   也

存在，矛盾，故 A 错误；但
0

lim[ ( ) ( )]
x x

f x g x


 可能存在，也可能不存在，如 ( )f x   

0 1
0

1, ( ) ,x x g x
x x

 
 2 2

0

1( )
( )

g x
x x




， 就 有
0

1lim[ ( ) ( )] 1,
x x

f x g x


 
0

lim[ ( )
x x

f x


  

2 ( )]g x  ，故 B、D 错误，而 C 正确． 

（7）选 A．当 0x 时，
4

21 cos ,
2
xx 

2 2e 1 ,x x 
2

21 1 ,
2
xx   sin x   

2 3

tan tan (1 cos )
2 2
x xx x x x       . 

因而当 0x 时， 21 cos x 是比其他三个更高阶的无穷小． 

（8）选 D．若
( )
( )
x

f x


没有间断点，则根据连续函数的运算性质， ( )x   
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( )( )
( )
xf x

f x

 必无间断点，故 D 正确；而 [ ( )]f x 与 [ ( )]f x 及 2[ ( )]x 都可能没有间

断点，如 2( ) ,f x x
1, 0,

( )
1, 0

x
x

x



  

≥
，则 2[ ( )] [ ( )] [ ( )] 1f x f x x     都没有间

断点，故 A、B、C 都是错误的． 
（9）选 B．要使函数有意义，只要 2 1 0x   且 24 0x ≥ ，因而 1x  或 1x  

且 2 2x ≤ ≤ 即可，故函数的连续区间即为定义区间：[ 2, 1), (1, 2]  ． 

3．求下列极限： 

（1）
2

0

1 1lim
arcsinx

x
x x

 
； （2）

2

0
lim

sec cosx

x
x x 

； 

（3）
e

ln 1lim
ex

x
x




； （4） lim [ ( )( ) ]
x

x p x q x


   ； 

（5）
2

2
sinlim
cosx

x x
x x x




； （6）
22 4lim

2 1

x

x

x
x

 
  

． 

解  （1）

2

2

0 0

1 1 12lim lim
arcsin 2x x

x
x

x x x x 

 
 


． 

（2）
2 2 2

2 20 0 0 0

coslim lim (lim cos ) lim 1
sec cos sinx x x x

x x x xx
x x x x   

   


． 

（3）令 et x  ，则当 ex 时， 0t  且 ex t  ，从而有 

1

e 0 0 0

1
e e

0

ln 1ln 1 ln( e) ln e elim lim lim lim ln 1
e e

1ln lim 1 .
e e

t

x t t t

t

t

t
x t t
x t t

t

   



             
 
              

 

（4） ( )lim [ ( )( ) ] lim
( )( )x x

p q x pqx p x q x
x p x q x 

 
   

  
 

 
( )

lim
2

1 1 1
x

pqp q p qx
p q
x x



  
 

      
  

． 

（5）
2 2

2

sin1sinlim lim 1
coscos 1

x x

x
x x x

xx x x
x

 


 

 
． 
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（6）

2 1

2 2
5lim 1

2 4 5 2 1lim lim 1
52 1 2 1 lim 1

2 1

x

x x
x

x x

x

x x
x x

x





 



                        

 

 

52 1
5 55lim 1 e

2 1

x

x x


 



        
 

． 

4．设

2

1 cos , 0,

( ) , 0,

, 0

x x
x

f x b x

a x a x
x

 


 
   


（ 0a  ），当常数 ,a b为何值时， 

（1） 0x  是函数 ( )f x 的连续点？ 
（2） 0x  是函数 ( )f x 的可去间断点？ 
（3） 0x  是函数 ( )f x 的跳跃间断点？ 

解  因为

2

2 20 0 0

1 cos 12lim ( ) lim lim ,
2x x x

x
xf x

x x    


   (0) ,f b  

0 0 0

1lim ( ) lim lim
( ) 2x x x

a x a xf x
x x a x a a    

 
  

 
，因此 

（1）要使 0x  是函数 ( )f x 的连续点，只要
1 1
2 2

b
a

  即可，从而有

11,
2

a b  ． 

（2）要使 0x  是函数 ( )f x 的可去间断点，只要
1 1
2 2 a
 但

1
2

b  即可，从而

有
11,
2

a b  ． 

（3）要使 0x  是函数 ( )f x 的跳跃间断点，只要
1 1
2 2 a
 即可，从而有 1,a b

为任意常数． 

5．求函数
2 1

2( ) lim
1

n

nn

x xf x
x









的间断点，并列出间断点的类型． 

解  当 | | 1x  时，
2 1 2 2

2 2

2

1 1
(1 )( ) lim lim lim

11 1 1

n n n

n nn n n

n

x
x x x x xf x x

x x
x



  

         
  

， 
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当 | | 1x  时，
2 1 2

2 2
(1 ) (1 1)( ) lim lim lim 0

1 11 1

n n

n nn n n

x x x x xf x
x x



  

  
   

 
， 

当 | | 1x  时，
2 1 2

2 2
(1 ) 1 0( ) lim lim lim

1 01 1

n n

n nn n n

x x x xf x x x
x x



  

  
   

 
， 

故函数的间断点是 1x   与 1x  ，且 

1 1 1 1
lim ( ) lim ( ) 1, lim ( ) lim 1,
x x x x

f x x f x x
      

       

1 1 1 1
lim ( ) lim 1, lim ( ) lim ( ) 1
x x x x

f x x f x x
      

      ， 

因此 1x   与 1x  均为函数 ( )f x 的跳跃间断点． 

6．已知三次方程 3 6 2 0x x   有三个实根，试指出这三个根所在的区间（每

个区间的长度都必须小于1）． 
解   令 3( ) 6 2f x x x   ，则有 ( 3) 7 0,f     ( 2.5) 1.375 0,f    (0)f   

2 0, (0.5) 0.875 0,f    (2) 2 0,f     (2.5) 2.625 0f   ．根据零点定理知，方

程 3 6 2 0x x   三个根所在的区间分别为
5 1 53, , 0, , 2,
2 2 2

           
     

． 

 
 
 
 


